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АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ ПРОЧНОСТНЫХ  
И ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК  
МАШИНОСТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ НА ОСНОВЕ 
ПРЯМОГО ВОЗМУЩЕНИЯ КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНЫХ МОДЕЛЕЙ 
 
Запропоновані методи прямого збурення скінченно-елементних моделей машинобудівних конс-
трукцій для аналізу чутливості їх характеристик до зміни геометричної форми і розмірів. Пока-
зана застосовність лінеаризованих моделей до визначення переміщень, напружень і власних 
частот слабо стоншеної конструкції порівняно з номінальною (початковою). 
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Предложены методы прямого возмущения конечно-элементных моделей машиностроительных кон-
струкций для анализа чувствительности их характеристик к изменению геометрической формы и 
размеров. Показана применимость линеаризованных моделей к определению перемещений, напряже-
ний и собственных частот слабо утоненной конструкции по сравнению с номинальной (исходной).  
 
The methods of direct indignation of machine-building constructions finite-element models are offered 
for sensitiveness analysis of their characteristics to change of geometrical form and sizes. Applicability 
of linearized models is shown for determination of displacements, stresses and eigenfrequencies of 
weakly thinned construction compared with a nominal (initial). 
 
Введение. При решении задач синтеза параметров машиностроительных 
конструкций по прочностным, жесткостным или динамическим характери-
стикам зачастую требуется определить не только реальный набор этих пара-
метров, но и реакцию исследуемой конструкции на их изменение. При этом 
подразумевается, что сами эти изменения параметров незначительны. Напри-
мер, на этапе конструирования обоснованные расчетным или эксперимен-
тальным путем параметры в силу различных соображений (компоновочных, 
технологических и т. п.) могут потребовать некоторой корректировки по 
сравнению с номинальными величинами. На этапе технологической подго-
товки и собственно производства также могут быть внесены согласованные с 
конструкторами изменения, обусловленные реальными условиями произво-
дителя и потребителей. В свою очередь в ходе эксплуатации может происхо-
дить изменение размеров и свойств материалов элементов конструкций (на-
пример, утонение вследствие механического, коррозионного или иного вида 
износа). На этапе же ремонта или реконструкции также могут вноситься из-
менения в конструкцию по сравнению с исходной. 
Таким образом, вместо одного фиксированного объекта на протяжении 
его жизненного цикла приходится иметь дело с множеством объектов, в ка-
кой-то степени отличающихся от исходного, номинального. При этом в пер-
вую очередь изменениям подвергаются геометрические размеры, форма, ме-
ханические и физико-механические свойства объектов. Это, в свою очередь, 
влечет за собой изменение его прочностных, жесткостных и динамических 
характеристик, что может быть промоделировано в ходе решения соответст-
вующей задачи математической физики с определенным образом изменен-
ным оператором, граничными условиями или областью, занимаемой объек-
том. Данное изменение в определенных условиях можно рассчитать, привле-
кая аппарат теории возмущений [1, 2]. При малых изменениях параметров 
тенденции изменения контролируемых характеристик отражаются в соответ-
ствующих компонентах чувствительности [3-6]. В данном случае получаем в 
линеаризованном виде отклик системы на изменение ее параметров. 
Как правило, в настоящее время исследуемые машиностроительные кон-
струкции моделируются в виде континуальных систем. Таким образом, воз-
мущение параметров данных объектов исследований трансформируется в 
изменение (см. выше) соответствующего оператора задачи, граничных усло-
вий или области, в которой рассматривается задача, – то есть и исходная по-
 149
становка, и задача в возмущениях являются бесконечномерными. Учитывая, 
что в реальности для анализа таких систем применяются численные методы, в 
частности метод конечных элементов (МКЭ) [7], то для анализа чувствитель-
ности придется проводить дискретизацию всех типов задач. Однако уравне-
ние метода конечных элементов имеют прямую явную аналогию с рассмат-
риваемым физико-механическим процессом или состоянием для дискретной 
системы, образуемой при дискретизации исходной задачи. В связи с этим 
возникает идея применить подходы теории возмущений к уже дискретизиро-
ванной системе разрешающих уравнений. 
Постановка задачи. Целью работы является математическая постановка 
задачи анализа чувствительности прочностных, жесткостных и спектральных 
характеристик механических систем к изменению их размеров и геометриче-
ской формы путем исследования решений на дискретизированных (с помо-
щью МКЭ) соответствующих моделях путем их прямого малого конечного 
возмущения. Таким образом, минуя этапы перехода от континуальной к дис-
кретной форме, можно сразу же обратиться к анализу следующих систем 
уравнений  МКЭ [7, 8]: 
 
fxK =⋅ ;             (1)         0=+ KxxM && ;         (2)      ( ) 02 =ω− MKDet .       (3) 
 
Здесь х – массив узловых неизвестных, K – матрица жесткости конечно-
элементного ансамбля, M – матрица масс, f – массив внешних нагрузок, 2ω  – 
собственные частоты динамической системы. 
Заметим, что система уравнений (1) описывает так называемую задачу 
структурного анализа (то есть определения напряженно-деформированного 
состояния (НДС) исследуемого объекта под действием системы статических 
сил f). Уравнения (2) соответствуют свободным движениям динамической 
системы, а (3) – определению ее спектральных свойств, то есть собственных 
частот iω , ( )...2,1=i ( 2iω  – собственные числа (3)). 
Общий подход к решению задачи. В соответствии с предложенным 
подходом сформулируем возмущения данных величин в терминах х, K, M, f, 
2ω . Для этого рассмотрим механизм формирования и определения данных 
величин. Массив неизвестных х из задачи (1) формально определяется при 
помощи обратной матрицы 1−K : 
fKx 1−= .    (4) 
 
В данном случае массив нагрузок f формируется из заданных внешних сил 
путем распределения их по соответствующим степеням свободы. Спектр соб-
ственных частот iω , как отмечалось, определяется как набор корней (3). 
Естественно, что базовыми возмущаемыми величинами являются матрицы K, 
M. Рассмотрим их изменения и влияния на решения (1), (3) на примере утонения 
элементов исследуемого объекта. При этом отвлечемся от механизма процесса 
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утонения, сосредоточив внимание на текущем состоянии, пренебрегаем также ди-
намикой процесса утонения как существенно более медленного процесса. 
Тогда введем в рассмотрение операцию сборки О, которая по координа-
там узлов (то есть матрице координат U) и матрице элементов С (то есть спи-
ску узлов, входящих в образуемые ими конечные элементы) производит фор-
мирование матриц K и M: 
 ( )ekOK = , 
e
Ne ,...,1=          (5)             ( )emOM = , 
e
Ne ,...,1= ,          (6) 
 
где ek , em  – матрицы жесткости и масс отдельных конечных элементов, чис-
ло которых в ансамбле 
e
N  [7, 8]. 
Операция О как бы «наслаивает» в соответствующих ячейках матриц K и 
M влияние от всех конечных элементов. Проанализируем влияние изменений 
свойств отдельных элементов на компоненты ek , em , а затем, проведя опера-
цию сборки, оценим общий эффект на матрицах K, M. 
«Точечные» конечные элементы. Если в конечно-элементном ансамбле 
существует некоторое количество масс и жесткостей, сосредоточенных в отдель-
ных узлах, то их можно описать массами m, жесткостями с, моментами инерции I 
и крутильными жесткостями ϕc .  
Для соответствующих степеней сво-
боды (на рис. 1 – соответственно линейное 
перемещение вдоль оси х и поворот вокруг 
нее) элементами матриц ek , em  являются: 
 
mme =
**
; Ime =
**
,   (7)  ck e =
**
; ϕ= ck
e
**
. (8) 
 
При утонении масса (момент инер-
ции) и жесткости уменьшаются: 
 
( )α−= 10ee mm ,                (9)                           ( )α−= 10ee kk ,             (10) 
 
где em0 , 
ek0  соответствуют номинальным (неутоненным) состояниям, [ ]1;0∈α  
– коэффициент утонения. 
Таким образом, элементы матриц жесткости и масс будут состоять из 
двух компонент:  
( ) ( )e
ililij kkk α−=
0
,   
( ) ( ) ( )e
ilil
e
il mmm α−=
0
,                   (11) 
 
то есть текущее состояние определяется в зависимости от коэффициента 
( )tα=α . При этом данный коэффициент может меняться от узла к узлу, мо-
жет быть разным для масс и жесткостей в одном узле. Важной особенностью 
является то, что при 1<<α  компоненты матриц K и M состоят из 2-х слагае-
мых: первая соответствует компонентам «номинальных» матриц K, M (то есть 
m
( )t
x
C t( ) I t( )
C tϕ( )
z
y
 
Рис. 1. Изменение массово-
жесткостных свойств сконденсиро-
ванных точечных элементов 
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( )0K , ( )0M ), а вторая образуется путем операции сборки из матриц, все 
компоненты которых являются линейными комбинациями «номинальных» 
матриц с малыми коэффициентами α . Тогда: 
 
( ) ′−=α 00 KKK ,                 (12)             ( ) ′−=α 00 MMM .                (13) 
Здесь в 0K , 0M  сосредоточены компоненты, не зависящие от α , а в 
′
0K , 
′
0M  – зависящие от них линейно. 
Линейные конечные элементы. При формировании матриц жесткости 
и масс стержневых конечных элементов (рис. 2) обычно выделяются слагае-
мые от растяжения-сжатия, изгиба и кручения. 
Тогда для степени свободы и, то есть растяжения-сжатия (см. рис. 2), со-
ответствующий коэффициент матрицы жесткости пропорционален площади 
сечения F [7] 
( ) ϕϕρ== ∫
pi
dtCFCk i
e
,
2
0
2
1** ,                      (14) 
где iC  – здесь и далее – некоторые не зависящие от геометрической формы и раз-
меров сечения величины. Тогда, обозначая через α  степень изменения площади от 
«номинальной» 0F , то есть 
( )
0
0
0 F
tFF
F
F −
=
∆
=α ,                                      (15) 
получаем: 
 
( )α−= 10
****
ee kk .(16) 
 
Аналогично 
для em
**
: 
 
( )α−= 10
****
ee mm .(17) 
 
Для случая 
кручения, учиты-
вая, что  
ϕρϕ





ρ
ζρ=α ∫∫
pipi
dd
2
0
2
0
0
2
0
2
0 /2 ,                 (18) 
 
ищем для относительного изменения полярного момента инерции поперечно-
го сечения 
( )








ϕρϕ





ρ
ζρ=α−=γ ∫∫
pipi
ddC
I
II
p
pp 2
0
4
0
0
2
0
4
03
0
0 / .               (19) 
 
z
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ρ
∆
(
)
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t
ρ( )t
Γ( )t
Γ ∆( )t+ tϕ
ζ ϕ,( )t
z y w
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ν( )t+ t∆
ν( )t
O
x
 
 
 Рис. 2. Утонение поперечного сечения стержня 
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Заключив величину ( )0ρζ=ε  в границы                  Mm 22 ≤ε≤ ,                (20) 
 
получаем для оценки γ :                               MCmC 33 ≤γ≤ .                            (21) 
 
Таким образом,                        α=γ n , [ ]mMCCn 2/;2/ 33∈ ,                           (22) 
 
n – конечное, компоненты матриц M и K выразятся через компоненты 0M , 0K   
 
( )α−= nkk ee 10
****
.   (23)             ( )α−= nmm ee 10
****
.   (24) 
 
Аналогичные соображения могут быть применимы и для «изгибных» 
компонент матриц жесткости и масс. Получаемые в этом случае зависимости 
аналогичны (23), (24). При этом коэффициенты n в данных соотношениях 
зависят от вида окружного (вдоль полярного угла ϕ , см. рис. 2) распределе-
ния утонения, однако остаются пропорциональными интегральному утоне-
нию поперечного сечения. 
Таким образом, для стержневых элементов в общем случае справедливы 
те же тенденции изменения компонент матриц K и M, что для «точечных» 
(см. (11), (23), (24)), а сами матрицы представимы в виде сумм «номиналь-
ных» («невозмущенных») и «малых» слагаемых (последние состоят из ли-
нейной комбинации компонент первых, причем коэффициентами служат сте-
пени утонения сечений отдельных элементов α ). Отсюда следует, что в 
дальнейшем можно пользоваться их представлениями (12), (13). 
Пластинчатые элементы. При рассмотрении пластинчатых (а также 
оболочечных) элементов традиционно их напряжено-деформированное со-
стояние представляется в виде комбинации плоского напряжено-
деформированного состояния и изгиба (на рис. 3 соответствуют плоскостям 
xy и направлению z). Первое предполагает, что компоненты M и K прямо про-
порциональны толщине конечного элемента h. Если при утонении взять ко-
эффициент α  как степень изменения h по сравнению с номинальным (исход-
ным) значением 0h , то есть 
( )α−= 10hh ,                  (25) 
то автоматически выполняются все 
соотношения (11)-(13). 
Для изгибной компоненты НДС ко-
эффициенты матрицы масс также про-
порциональны h, и в части их представ-
ления справедливы соотношения (11)-
(13). Коэффициенты же матрицы жестко-
сти пропорциональны 3h , и при малых 
α  справедливо примерное равенство: 
 
 ( )α−≈ 310
****
ee kk .            (26) 
z
x
y
h t+ t( )∆
h
t
(
)
pi
+
pi
0
pi
-
n
 
 
Рис. 3. Утонение пластин и оболочек 
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Отсюда по аналогии с (23) следует тот же вывод, что и для стержневых 
конечных элементов: соотношения (11) здесь справедливы относительно тен-
денций изменения компонент матриц жесткости и масс, а (12), (13) – относи-
тельно вида представления ( )αM , ( )αK . 
Массивные тела. Моделирование утонения массивных тел (рис. 4) с точки 
зрения традиционного подхода МКЭ затруднительно, так как требует либо симу-
ляции «смерти» части конечных элементов, либо локальной перестройки припо-
верхностной зоны конечно-элементной 
сетки, которую можно принудить от-
слеживать миграцию внешней поверх-
ности Σ  (см. рис. 4) вследствие процес-
са утонения, описываемого параметром 
α , который представляется здесь как 
 ( ) ( )( ) 0/0 VVVV ∆=Ω∆Ω=α .   (27) 
 
Здесь V  – объем соответствующих 
областей. 
Однако ситуацию можно изме-
нить, рассматривая не статичные конечно-элементные сетки, а «следящие». Име-
ется в виду, что существует некоторое непрерывное взаимнооднозначное  преоб-
разование текущей области в исходную 
 
( )NDMD =: ,    ( ) °Ω∈∀= − MMDN 1 , ( )αΩ∈N .            (28) 
 
Потребуем, чтобы якобиан преобразования J  во всей области 0Ω  был 
не больше единицы. Тогда  
( )
( )( ) ( )α−=αΩ=∫
Ω
100
0
VVdVJ .               (29) 
Потребовав также, чтобы для каждого конечного элемента выполнялось 
условие 
( )
( )
e
e
e VdVJJV
e
0001 ≤=≤γ− ∫
Ω
,                 (30) 
где eV0  – исходный объем конечного элемента в области 0Ω , 1<<α=γ n , n – 
конечно, получим для элементов ( )αM , ( )αK  в текущей конфигурации конеч-
но-элементного ансамбля ( в силу известных отношений [7, 8]: 
 ( ) 0
****
1 eee knk α−= ,   ( ) 0
****
1 eee mnm α−= ,           (31) 
 
где [ ]nne ;1∈  – конечное число, не превышающее n. 
Данные отношения по тенденции изменения компонент M, K соответст-
вуют (11). В силу этого справедливы и соотношения (12), (13). 
z
n( )t
n( )t+ t∆
y
x
∆Ω
Ω( )t
Σ( )t
Ω( )t+ t∆Σ( )t+ t∆
 
 
Рис. 4. Утонение массивного тела 
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Замечание 1. По форме и тенденциям изменения компонент K и M полу-
чены аналогичные соотношения для точечных, линейных, пластинчатых и 
массивных конечных элементов. В тоже время для 3D конечно-элементного 
ансамбля изменяются положения узлов и конечных элементов, а для редуци-
рованных конечных элементов – только связанные с ними геометрически 
обусловленные характеристики. Однако это отличие формальное, так как фи-
зически во всех случаях область Ω  (см. рис. 4), а также области, протянутые 
вдоль линии стержня ( ( ) lS ×α=Ω , l – стержня, см. рис.2) или нарощенные от 
срединной плоскости 0pi  до наружной 
+pi  и внутренней −pi  ( h×°pi=Ω , см. 
рис. 3), уменьшаются. 
Замечание 2. В силу замечания 1 при сравнении результатов конечно-
элементного анализа для случая 3D конечных элементов сравнению подлежат  
компоненты НДС, определяемые в различных точках °Ω∈M , ( )αΩ∈N  (но 
связанных соответствием D (28)). Для редуцированных конечных элементов 
сравниваемые компоненты НДС вычисляются в тех же точках, но с соответ-
ственно измененными толщинами или поперечными сечениями. 
Общие тенденции изменения решений задач анализа при утонении 
тел. Рассматривая (12), (13) как исходные соотношения, можно исследовать 
поведение решений задач (1), (3). Так, для задач структурного анализа при 
таких α  можно решение представить в виде  
( ) ( ) ( ) fKKxx ⋅′+≈α − 0100 ,                       (32) 
где ( )0x  – решение (4) при 0=α , а компоненты матрицы ′0K  есть линейные 
комбинации слагаемых типа (11). То есть, компоненты вектора решения ( )αx  
представляет собой сумму решения для базовой неутоненной конструкции и 
линейной по степеням утонения отдельных конечных элементов. Таким обра-
зом, для определения решения при любой конфигурации утонения исследуе-
мой конструкции необходимо знать лишь решение ( )00 xx =  для базового не-
утоненного варианта, располагать матрицами 
′
0K  
1
0
−K , и тогда компоненты 
решения ( )sx  представлены в виде линейной комбинации: 
 
( )( ) ( ) ( )sk
k
ks
ss xxx 00 αρ+=α ∑ ,         (33) 
где kks α⋅ρ  – элементы матрицы 10−K
′
0K  (см. (32)). 
Отсюда следует, что для организации многовариантных исследований НДС 
тонкостенных конструкций с учетом утонения стенок (т.е. при разных наборах 
α ) можно использовать решение (33). 
Замечание 3. Коль скоро данные соотношения выведены из приближенных 
равенств, то их применение ограничено малыми α . С другой стороны, точность 
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соотношений (33) хоть и может ухудшиться с ростом kα , однако тенденцию 
изменения компонент решения )(αx  они будут отражать удовлетворительно. 
Поэтому, задавшись предельно допустимыми (нормативными) значениями *α , 
можно по значениям точных решений при задании различных сочетаний 
}0,...,,...,0{ *~ α=α  получить соотношения для определения ^
кр
ρ : 
)(
0
)(
1
)(
0
^
кр
pp
N
k
p
к
xxx −=αρ
∗
=
∑ ,    (34) 
где }{ )( pxx
∗∗
= - точные решения системы уравнений (1) при )( ~α= KK . 
Таким образом, получаем примерное решение в виде, аналогичном (33), 
но соответствующее большему диапазону изменения коэффициентов kα . 
Практичность предложенного подхода резко возрастает в случае, когда 
число уточняемых элементов исследуемой конструкции мало по сравнению с 
общим числом элементов. Это приводит к резкому уменьшению коэффици-
ентов матрицы 0
кр
≠ρ . Соответственно, резко уменьшается количество тре-
буемых решений системы уравнений (1) при пробных наборах ~α . 
В результате полученные соотношения для определения решения могут 
быть использованы для многовариантных расчетов напряженно-
деформированного состояния при различных сочетаниях утонений стенок, 
без необходимости решения полной системы уравнений МКЭ (1). Это дает 
возможность оперативного решения следующих задач: 
1) параметрический анализ, например, определение зависимости мак-
симальных напряжений или перемещений от параметров утонения α : 
 
)();(
maxmaxmaxmax
α=ασ=σ ww ;                   (35) 
 
2) определение наиболее неблагоприятного сочетания α(   
 
)(maxarg);(maxarg
maxmax
α=αασ=α w
((
;                             (36) 
 
3) определение рационального набора карты перераспределения номи-
нальных толщин элементов, например, исследуемой пластинчатой конструк-
ции: 
tcons)();,(maxminarg
max
*
==ασ= α hmmhh h ,             (37) 
 
где γ⋅⋅=∑ kk hSm  - масса конструкции, элементы которой имеют плотность γ . 
В данном случае путем варьирования α  можно моделировать и естест-
венный процесс утонения, например, вследствие коррозии металлоконструк-
ции, и проектное варьирование толщин с целью оптимизации, и «восстанов-
ление» исходной конфигурации толщин по некоторой рациональной конеч-
ной путем задания отрицательных α  (т.е. моделирование процесса утонения 
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в обратном направлении). 
Замечание 4. Все описанные выше типы задач оперируют с параметрами α  
с точки зрения их апостериорного задания, поиска (путем прямого перебора или 
целенаправленного изменения с целью улучшения тех или иных характеристик) 
или определения неблагоприятных сценариев утонения. В этих задачах НДС и 
утонение не являются связанными процессами. В то же время для ряда задач 
применима связанная постановка. Например, для пластинчатой конструкции 
 
 ftxhKhhh =⋅=σζ= )()(;)0();( 0& ,               (38) 
 
где )(σζ  - функция, которая связывает скорость утонения с напряженно-
деформированным состоянием. 
Эту задачу также можно сформулировать в параметрах α : 
 
 ftxKh =⋅α=ασζ−=α )()(;0)0(;/)( 0& .               (39) 
 
При этом на каждом этапе интегрирования по времени можно использовать 
предложенную в работе методику решения (с той лишь разницей, что α  не 
задается, а определяется в процессе решения задачи). 
Замечание 5. При использовании предложенного подхода, несмотря на увели-
чение числа необходимых расчетов (то есть, кроме «базового» расчета при нулевом 
утонении, требуется еще проведение стольких расчетов, сколько наличествует эле-
ментов с различными степенями утонения), есть преимущество по сравнению с 
традиционным анализом чувствительности по соотношениям (33). Оно заключает-
ся в том, что с ростом α  приближенные формулы теряют не только точность, но и 
корректность, поскольку получены в предложении сохранения симметричности и 
положительной определенности матриц /0K , 
/
0M  (см. (32, 33)), которые могут те-
ряться с увеличением α  во все большей мере. В то же время предложенный под-
ход предполагает оперирование на всех этапах с матрицами жесткости и масс, по-
лучаемыми напрямую по известным соотношениям МКЭ, справедливым при лю-
бом значении α . При этом все свойства матриц ( )αK , ( )αM , вычисленных без 
линеаризации, а путем прямого малого конечного возмущения конечно-
элементной модели, идентичны свойствам ( )0K , ( )0M . 
Замечание 6. Тенденции линейного поведения компонент вектора решения 
( )αx  вызывают естественное ее распространение и для компонент тензора на-
пряжений, по этим перемещениям вычисляемых. В то же время это не всегда 
относится к знаку линейной части выражений: при росте перемещений может 
наблюдаться как увеличение, так и уменьшение напряжений (см. пример далее). 
Обращаясь к задаче анализа спектра (3), рассмотрим сначала задачу по-
иска квадрата первой (низшей) собственной частоты как абсолютного мини-
мума функции Рэлея R: 
{ }∑∑==ω jiijjiij yyMyyKR /minmin21 ,                 (40) 
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где ijK , ijM  – компоненты матриц K и M, а ky  – компоненты пробных распределе-
ний, приближающих первую собственную форму колебаний А с компонентами kA . 
Находя достаточно хорошее приближение ( )αω21 , можно использовать то 
обстоятельство [9], что сама собственная частота, определяемая по функции 
Рэлея, при изменении формы А отклоняется от точного значения незначи-
тельно. В силу этого при малых α   можно не делать различий между форма-
ми ( )0A  и ( )αA . Тогда 
 .
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Преобразовав к (41) виду 
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где ∑∑=ω
ji
jiij
ji
jiij AAMAAK
,
0
,
02
0 , можно сделать вывод, что по сравнению с 
неутоненной конструкцией нижняя собственная форма колебаний либо рас-
тет, либо уменьшается, либо остается неизменной в зависимости от скоростей 
роста числителя и знаменателя (42). Переписав для малых α  последнее вы-
ражение в виде  
( ) ( )( )MK δ+δ−ω≈αω 11202 ,                  (43) 
 
 где Kδ , Mδ  – отношения значений билинейных форм, вычисляемых для воз-
мущений, вызванных утонением, и для базового неутоненного варианта (соб-
ственно, для матриц K и M), можно принять 
 
 ( ) ( )MK δ+δ−ω≈αω 1202 .             (44) 
 
Замечание 7. Учитывая, что для определения более высоких частот ко-
лебаний с использованием функции Рэлея ищется ее условный экстремум на 
формах, ортогональных предшествующим, то вместо задачи минимизации 
получаем последовательность минимаксных задач. При этом, однако, вид 
самой функции Рэлея сохранится, и все выкладки сохранятся теми же. При 
малых α  останутся справедливыми те же оценочные соотношения (43), (44), 
однако входящие в них величины Kδ , Mδ  изменятся, в силу чего может изме-
ниться и тенденция миграции той или иной частоты в спектре исследуемого 
объекта. 
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Частный случай. Изменение спектра собственных колебаний шарнирно 
опертого стержня первоначально прямоугольного сечения. На рис. 5 представ-
лен специально заданный частный вид утонения стержня прямоугольного сечения. 
Используя принятую выше форму записи с привлечением обозначений SC  (кон-
станты, в которых аккумулируются величины, неизменные при утонении), для 
спектра частот собственных колебаний стержня в плос-
кости zx имеем [9] 
 
( ) ( )αα=ω FIC yi 4 ,                    (45) 
 
где yI , F – момент инерции и площадь сечения 
стержня (здесь ht /=α  – степень утонения). Кроме 
того, обозначим bh=χ ; γ=bt ; χα=γ . 
Вводя в рассмотрение относительное измене-
ние частоты 
( ) ( )0iii ωαω=λ ,                     (46) 
 
получаем с учетом принятых обозначений  
 
 
( ){ }
2
222
21
233/13221
χα−
α−+αχα−
=λ=λi .      (47) 
 
Определим коэффициент изменения  пло-
щади поперечного сечения  
 
 )0(/)(22 2 SS α∆=δ=χα=αγ ,         (48) 
получаем  
 
( ) ( )δ−  χδ−+χδδ−=λ 1//23/)3/1(1 2 .(49) 
При малых δ  
 
 δ−≈δ−δ+≈λ 1)2/31)(2/1( .        (50) 
 
На рис. 6-8 представлена зависимость )(δλ  
в интервале [ ]2/1;0∈δ , а также штриховой линией - линеаризованная зави-
симость (50). Видно, что линеаризованная зависимость дает значительную 
погрешность при 2/1, →δα  (до 40%), в то время как аппроксимация по се-
кущей точке на кривой, соответствующей 4/1=δ , дает возможность сокра-
тить погрешность до 2%, причем она минимальна при 0, →δα  и 4/1→δ  
(т.е. для номинального и максимально утоненного поперечного сечения, если 
 
 
O
b
h
z
y
t
z
t
z
z y
xO
O
 
Рис. 5. Частный вид 
утонения стержня 
прямоугольного се-
чения 
 
Рис. 6. Зависимость )(δλ  в 
 интервале [ ]2/1;0∈δ  
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принять допустимый уровень утонения 25%).  
Замечание 8. С 
учетом того, что все 
частоты поперечных 
колебаний стержня 
в одной выбранной 
плоскости одинако-
во зависят от гео-
метрических пара-
метров сечения [9], 
то при одном и том 
же утонении α  (или 
δ ) тенденции ми-
грации частот дан-
ного множества (то 
есть λ ) не зависят 
от номера частоты. 
Это справедливо в данном случае для поперечных колебаний в плоскости zx . 
 
Частный случай. 
Изгиб шарнирно оперто-
го стержня специального 
поперечного сечения. На 
рис. 9 представлена расче-
тная схема шарнирно опе-
ртого стержня со специа-
льным поперечным сече-
нием и с утоняемыми выс-
тупами по поверхностям 
П. Утоняются в случае I 
только выступы: 
( ) ( )α−=α 1011 hh . Вводим обозначения: [ ]1;011 ∈= Kbb ; =bh01 [;0[K2 ∞∈ . Тог-
да максимальные перемещения и напряжения будут равны: 
 
 ( )α= yICW &/5max , ( )α=σ WC /6max .                             (51) 
где yI , W – момент инерции и момент сопротивления поперечного сечения 
стержня. 
Вводя в рассмотрение коэффициенты  
 ( ) ( )0/ maxmax WWW α=λ , ( ) ( )0/ maxmax σασ=λσ ,                    (52) 
 
получаем: 
z
z
b
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y
y
h1
h
Π ΠΚ
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h1( )α
P Wmax
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Рис. 9. Шарнирно опертый стержень со специальными 
поперечными сечениям и с утоняемыми выступами по 
поверхностям П 
Рис. 7. Зависимость )(δλ  
в интервале [ ]5/1;0∈δ  
 
 
Рис. 8. Зависимость )(δλ  в 
интервале [ ]20/1;0∈δ  
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( )
2
2
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K
K
W
+
α−+λ=λσ .                (53) 
  
В зависимости от соотношений размеров поперечного сечения можем на-
блюдать различный характер изменения Wλ , σλ  в зависимости от α  (рис. 10). 
При малых α : α⋅µ+≈λ 1W , ( )αϕ−µ+≈λσ 1 , где )12/(2 22 +=ϕ KK , 
( )[ ] ( )[ ]3211222 211/216 KKKKK ++−+=µ . 
 
 
Рис. 10. Зависимости Wλ , σλ  от α  при разных 1K , 2K  
 
 
Таким образом, и при малых, и при конечных α  Wλ  и σλ  имеют различ-
ные величины. Также получены результаты расчетов с применением конечно-
элементного моделирования. Наблюдается удовлетворительное соответствие 
с аналитической моделью. На рассматриваемом частном примере изгиба 
стержня продемонстрирована справедливость линеаризации отклика его на-
пряжено-деформированного состояния на утонение поперечного сечения, 
причем подтверждена необходимость раздельной линеаризации по переме-
щениям и напряжениям. 
Частная задача об изгибе шарнирно опертого стержня ромбовидного 
поперечного сечения (см. рис. 9, случай II). Здесь процесс утонения описы-
вается либо отношением линейных размеров α , либо площадей: at /=α , 
22 /2 at=δ . По аналогии с приведенными выше соотношениями получаем для 
данного случая 
( ){ } ( ) ( )









 δ−δ−δ−δ−=λδ−δ−δ−=λ σ
2222 23232/23;2323/3w . 
С точки зрения наличия особенностей распределение wλ  (рис. 11) не 
привносит ничего отличного от аналогичных зависимостей (см. выше), а вот 
σλ  демонстрирует специфическое поведение при малых )05,0(<δ  (см. 
рис.11). Эта особенность заключается, во-первых, в наличии ниспадающего 
участка )(δλσ  на интервале примерно до 005,0≈δ , а во-вторых, линеаризо-
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ванная зависимость  по α  α−=δ−≈λσ 1)2/(1 , представленная в виде 
)(δλσ , имеет корневую особенность производной при 0→δ . Таким образом, 
линеаризация по этому параметру в окрестности нуля некорректна (по теории 
малых возмущений). 
 
 
 
линеаризация
 
Рис. 11. Зависимости wλ  и σλ от δ  
 
Тут же нужно заметить, 
что сама величина  снижения 
σλ  по сравнению с 1 мала, 
как мал и участок падения. В 
силу этого предлагаемая в 
работе линеаризация (см. 
штриховую линию на рис. 
11) по конечному прираще-
нию  δ  (например, )2,0=δ , 
хоть и не отражает особен-
ности изменения σλ  при 
0→δ , тем не менее, обес-
печивает отличие от точной 
кривой на уровне 10% на 
интервале [ ]25,0;0∈δ . 
Частный случай. На-
пряженно-деформирован-
ное состояние при утоне-
нии трубы. Рассматривается 
участок трубы, разбитый на 
сегменты (рис. 12). При чис-
ленном решении для опреде-
ленности взяты размеры и 
свойства материала следую-
щими: Е = 2,1·1011 Н/м2, диаметр – 0, 5 м, толщина – 10-2 м, длина – 11 м, на-
wλ  
σλ  
 
а                                                б 
 
 
 
 
 
в 
Рис. 12. Расчетная схема участка трубы. Цилиндри-
ческая оболочка с независимо утоняемыми секция-
ми 1-5 (нумерация – слева направо):  
а - шарнирное опирание по краям; б - нагрузка (сила, 
отмечена стрелкой, распределенная по линии вдоль обра-
зующей средней (пятой слева) секции; в - контрольные 
точки 1-5 
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грузка – 10 кН. 
Рассматриваются утонения секций (указанные на рис. 13) с интенсивностями 
{ }3,0;2,0;1,0;05,01 =α  и { }3,0;2,0;1,0;05,02 =α . Рассчитано при помощи МКЭ (с 
использованием Shell–элементов) 4 варианта НДС: I – базовый (неутоненный); II – 
при утонении *11 α=α ; 02 =α ; III – при утонении 01 =α ; 
**
22 α=α ; IV – при уто-
нении *11 α=α , 
**
22 α=α  (рис. 13). Здесь звездочками обозначены некоторые вы-
бранные значения из приведенных выше наборов 1α , 2α . Далее вычисляются ха-
рактеристики ( )[ ] IIIIIIIVI /WWWWWqW +−+= ,  ( )[ ] IIIIIIIVI / σσ+σ−σ+σ=σq , 
где W , σ  – некоторые компоненты вектора перемещений и тензора напряжений, 
выбираемые в одной и той же точке трубы, а римские цифры индексируют описан-
ные выше случаи сочетания утонений. 
 
 
Рис. 13. Варианты утонения секции: а – утонение секции 2 (вариант II); б -– утонение 
секции 3 (вариант III); в – утонение секций 2 и 3 (вариант IV)  
 
На рис. 14 представлены зависимости характерных распределений про-
гибов и напряжений вдоль оси  трубы ( )21;αα= WW qq , ( )21;αα= σσ qq , а на 
рис. 15, 16 – зависимости ( ) ( )0/WWW α=λ , ( ) ( )0/ σασ=λσ .  
 
Рис. 14.  
Распределение 
прогибов (а) и 
напряжений (б) 
(вариант I – не-
утоненная кон-
струкция) 
 
 
 
Из представленных зависимостей видно, что примерно линейная зависи-
мость компонент W , σ  наблюдается не только при достаточно малых α  (до 
0,1), но и для значительных величин (до 0,2-0,4). Несоответствие при этом мень-
ше 1 % при α  до 0,3. Если провести линеаризацию по точке с предельными уто-
нениями (0,25; 0,25), то максимальное несоответствие линеаризованной модели и 
нелинеаризованной по перемещениям – 0,2 %, по напряжениям – 0,5 %. Таким 
образом, с достаточной для многих случаев точностью можно использовать ли-
неаризованную модель для прогноза НДС в тонкостенной конструкции (в данном 
случае – труба). 
а б в 
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Важно подчеркнуть и другое обстоятельство: при использовании линеари-
зации по коэффициентам анализа чувствительности погрешности при α  на 
уровне 0,25 могут составлять 30% и более (по теории малых возмущений). 
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Рис. 15. Относительное изменение прогибов (а) и напряжений (б) в пяти контрольных 
точках для различных вариантов утонении секций 
 
 
 
 
Рис. 16. Сравнение результатов расчетов НДС трубы с точки зрения степени  
отклонения от линейности по коэффициентам утонения (для различных  точек 1-5 
и степеней утонения 5-30%) 
σq
 
Wq
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Частный случай. Напряженно-
деформированное состояние пуансон-
матрицы разделительного штампа. 
Во многих случаях разделительные 
операции листоштамповочного произ-
водства предполагают разделительные 
операции с применение пуансон-
матриц [10-16] (рис. 17, 18). 
При этом в зависимости от конст-
руктивных соображений может варьиро-
ваться высота пуансон-матрицы Н. Тех-
нологические соображения могут дикто-
вать изменение диаметров 1d , 2d  (в слу-
чае варьирования технологического зазо-
ра между режущими кромками пуансон-
матрицы, матрицы и пуансона). Таким образом, 
введя некоторые «номинальные» величины 0H , 
0
1d , 
0
2d , можно рассматривать процессы варьиро-
вания Н, 1d , 2d  как утонение конструкции, зада-
ваемое параметрами 0HHH =α ; 
0
111 dd=α ; 
0
222 dd=α . Применяя предложенный выше под-
ход с перестройкой КЭМ, можно провести серию 
численных расчетов НДС исследуемой пуансон-
матрицы.  
Для определенности взяты: 5002 =d  мм, 3001 =d  мм, 400 =H  мм, 2001 =p  
МПа, 502 =p  МПа, 403 =p  МПа. В качестве контролируемых точек для сравнения 
перемещений и напряжений выбраны точки 1-6 (см. рис. 17). На рис. 19 представле-
ны зависимости ( ) ( )0/WWW α=α , ( ) ( )0/ σασ=ασ ,  рассчитанные по некоторым 
компонентам НДС пуансон-матрицы. 
Анализ представленных картин дает основание сделать вывод о том, что из-
менение высоты, внутреннего и внешнего диаметров пуансон-матрицы оказывает 
практически линейное влияние на ее НДС (за исключением некоторых точек). 
Частный случай. Напряженно-деформированное состояние силовой 
структуры крана-перегружателя при утонении элементов металлоконструк-
ции. Одним из ответственных видов машиностроительных конструкций, потенци-
ально подверженных коррозионному утонению, являются краны-перегружатели 
[17]. Их силовая структура образуется в виде металлоконструкции (рис. 20), кото-
рую нельзя моделировать в виде стержней, пластин или оболочек, а нужно строить 
сложные КЭМ. Такая модель, дополненная авторскими разработками, которые 
дают возможность варьировать степень утонения или отдельных элементов, или 
z W
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H
d2
1 2
3
d1
4
6 5
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Рис. 17. Расчетная схема пуансон-
матрицы [13] 
 
  
Рис. 18. КЭМ пуансон-матрицы 
 
 165
всех секций основной балки, опор и шпренгельной системы, была создана  и ис-
пользована для анализа чувствительности НДС перегружателя ПМГ-20 на различ-
ные сценарии утонения элементов силовой  структуры. 
 
 
 
 
а б 
 
 
в г 
Рис. 19. Относительное изменение напряжений 
zσ (относительно начального 
/базового/ варианта) для 6 контрольных точек:  
а – изменение внешнего диаметра d1 (в пределах 1мм); б – изменение внутреннего  
диаметра d2 (в пределах 0,5 мм); в – изменение высоты H (в пределах 2 мм);  
г – одновременное изменение всех трех параметров (d1, d2, H) 
 
Был проведен большой объем расчетов при различных видах нагружения 
и утонения различных секций конструкции. В частности, на рис. 21 представ-
лены изменение прогибов основной балки в процессе утонения всех элемен-
тов металлоконструкции (1 – тележка на ремонтной консоли,  2 – тележка в 
центре пролета, 3 – тележка на консоли за шарнирной опорой), а на рис. 22 – 
интегральные зависимости максимальных напряжений от степени утонения 
для случая нагружения весом грейферной тележки с грузом. 
Как показывает анализ, подтверждаются достаточно плавные зависимости  
характеристик НДС от степени утонения элементов металлоконструкции. Они 
допускают линеаризацию в диапазоне до 25% утонения с допускаемой погреш-
ностью не выше 5%. Это дает в руки проектантов удобный инструмент для на-
чального обоснования проектных параметров по критериям прочности и жестко-
сти. Кроме того, данная мета-модель дополняется подобными зависимостями, но 
полученными для случая утонения секций, опор и раскосов.  
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Рис. 20. Схема 
верхнего строения 
мостового пере-
гружателя с номе-
рами структурных 
элементов [17]: 
а - шпренгельная 
система  
(раскосы  
№ 1-10);  
б - балка  
(секции № 1-7);  
в - верхнее  
строение;  
г - модель 
перегружателя 
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Рис. 21. Изменение 
 максимального  
прогиба в балке  
при утонении 
всех поверхностей  
для 3-х вариантов поло-
жения тележки: 
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Рис. 22. Увеличение  
максимальных напряже-
ний по Мизесу в случае 
одновременного утонения 
всех поверхностей модели 
для 3-х вариантов положе-
ния тележки при утонении 
всех поверхностей:  
а – в шпренгельной  
системе; б – в балке   
1
2
3
 
б 
а 
г 
а 
б 
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Это дает возможность для более подробного анализа и синтеза парамет-
ров отдельных компонентов конструкции перегружателя. 
Частный случай. Напряженно-деформированное состояние при уто-
нении стержня коробчатого сечения. Рассматривается конструкция такого же 
трубчатого исполнения, как и выше (см. рис. 12,13), но с поперечным сечением 
в виде прямоугольного короба (рис. 23). Схемы закрепления и утонения – ана-
логичные. Исследуется влияние степени утонения на спектр собственных час-
тот поперечных колебаний стержня. На рис. 24 представлены характерные за-
висимости для изменения спектра частот собственных колебаний. Видно, что 
первые 5 собственных частот изменяются (убывают) примерно по линейной 
зависимости от степени утонения вплоть до 30%-го утонения. 
 
 
Рис. 23. Первая собственная форма  
колебаний шарнирно опертого стержня 
коробчатого сечения 
 
Рис. 24. Относительное изменение 
собственных значений частот №№1-5 при 
утонении (в %) стенок элементов 
конструкции 
Частный случай. Собственные частоты колебаний стержня с утонением 
средней части сечения. Ставится задача определения реакций спектра попереч-
ных колебаний стержня с поперечным сечением, представленным на рис. 25. 
Здесь consthKh =⋅= 0122 , consthKh =⋅=
0
133 , а 
утоняется внутренняя область «I». Тогда  
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Картины изменения wλ  от степени утонения α  
– на рис. 26. Видно, что при утонении данного 
поперечного сечения собственные частоты по-
перечных колебаний стержня возрастают. При этом линеаризация зависимо-
сти )(δλω  по теории малых возмущений приводит к существенным погреш-
ностям для расчета миграции частот.  
Заключение. Предложенный в работе подход к анализу реакции НДС раз-
личных тел на малое утонение, в отличие от традиционной методики анализа 
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Рис. 25. Стержень с уто-
няемой средней частью 
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чувствительности, предполагает линеарную  по 
итогам серии расчетов путем конечно-
элементного моделирования с прямым возму-
щением КЭМ. При этом было продемонстриро-
вано, что реакция исследуемых конечно-
элементных моделей на малое конечное утоне-
ние исследуемого тела линеаризуется в доста-
точно широких пределах с сохранением прием-
лемой точности. Справедливость данного ут-
верждения продемонстрирована на примерах 
ряда стержней, оболочек, пластин, массивных 
тел и сложных конструкций. 
В результате оказывается возможным, 
проведя серию расчетов с прямым возмущени-
ем конечно-элементной модели при малых, но конечных значениях утонения 
α , получить набор «реперных» точек для построения линеаризованной мета-
модели НДС или спектра собственных частот исследуемого объекта. В отличие 
от аналогичных моделей, построенных на основе традиционных методик ана-
лиза чувствительности по теории малых возмущений, данные мета-модели де-
монстрируют более широкий диапазон применимости на ряде модельных задач 
для стержней, пластин, оболочек, а также для реальных машиностроительных 
конструкций. Это обстоятельство дает возможность использовать создаваемые 
таким образом мета-модели не только для экспресс-анализа  и оценочных пред-
варительных  расчетов, но и в качестве начальной базы для решения задач син-
теза  оптимальных параметров проектируемых конструкций, восстановления 
выгодных начальных профилей конструкций по условию сохранения  несущей 
способности с учетом коррозионного или иного вида утонения, а также от-
стройки или настройки от/на резонансные режимы. При этом важно, что эти 
мета-модели  сохраняют для некоторых объектов точность вплоть до утонения  
на уровне 25 – 30% от номинальной толщины, площади сечения или объема, в 
то время как нормативно установленные  предельные величины для многих 
типов машиностроительных конструкций – на уровне 20 – 25%.  
Установлено, что в зависимости от карты утонения могут наблюдаться как 
сонаправленные, так разнонаправленные изменения пар «перемещения-
напряжения», «частоты поперечных колебаний в одной плоскости и в другой». 
Установлено также, что для некоторых вариантов конструкций возможны соче-
тания параметров, обеспечивающих квазинулевую чувствительность к степени 
утонения по прочностным или динамическим характеристикам. 
Следует заметить, что неочевидные особенности в реакции компонент НДС и 
собственных частот на утонение сопровождают достаточно экзотические попереч-
ные сечения при решении модельных задач для стержней. Однако, здесь можно 
возразить, что для реальных конструкций такая же ситуация может создаться за 
счет стремления разнести материал силовых элементов на периферию с целью по-
 
 
Рис. 26. Зависимости ωλ  
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вышения прочностных и жесткостных свойств. Таким образом, полученные реше-
ния и эффекты можно считать опорными точками, которые являются ориентирами 
при интерпретации результатов расчетов для реальных машиностроительных кон-
струкций, особенно для случаев их неочевидной реакции на утонение. 
Принимая во внимание, что в настоящее время при наличии значительных 
вычислительных ресурсов (аппаратных компьютерных комплексов с производи-
тельностью сотни Gflops, а также программных комплексов ANSYS, Abaqus, 
Nastran) проведение многовариантных исследований не очень затратно и про-
должительно, то предложенный подход к построению мета-моделей для анализа 
изменений напряжено-деформированного состояния и спектра собственных час-
тот  от утонения элементов  машиностроительных конструкций представляется  
эффективным и продуктивным. В дальнейшем планируется его развитие и адап-
тация для исследования реакции НДС и спектров частот собственных колебаний 
объектов транспортной техники, подъемно-транспортного оборудования, транс-
портных средств специального назначения, оборудования химической, пищевой 
и фармацевтической промышленности, а также других типов машин, оборудова-
ния, сооружений на различные виды утонения.  
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